Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (A)
7S 2018/2019

Uloha 1 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti

vn+1— ¢/n+ cos (3)

n

lim .
" /2 +sin (2) — n

Uloha 2 (13 bodti). Spoctéte nasledujici limitu funkce.

\/1—\/sin(z)—\/1+\/tan(z)
1+ y/tan(z) ’
cos(v/z)

Uloha 3 (11 bodi). Vysetiete spojitost funkce f a spoctéte derivaci, resp. jednostranné derivace, funkce f
ve vSech bodech, kde existuji.

lim
z—0+

f(z) = cos(max{z, 2%}).
Uloha 4 (13 bodi). UvaZujte funkci
f(z) = |x + 3| + 2arctan(|z + 1]).

(a) Urcete intervaly monotonie funkce f a naleznéte jeji lokdlni extrémy.

(b) Urcete intervaly, na kterych je f konvexni. Urcete intervaly, na kterych je f konkdvni. Naleznéte
inflexni body.

(c) Spoctéte asymptotu funkce f v —oo.

ResSeni

Uloha 1.

Q= N[O

Uloha 2.
Uloha 3. f je spojité na R.
f(z) = {—s%n(x2)2:v cx € (—00,0) U (1, +00),
— sin(z) cx e (0,1),
f(0) =0, fL(1) = —sin(1), f1.(1) = —2sin(1) a tedy f’(1) neexistuje.

Uloha 4. Funkce f je rostouci na intervalech [—3, —2], [~ 1, +-00) a klesajici na intervalech (—oo, —3], [-2, —1].
Funkce f nabyva lokdlniho maxima v bodé€ —2 a lokdlnich minim v bodech —3 a —1. Funkce f je konkdvni{

na intervalech (—oo, —3), (=3, —1), (—1, +00) a nemd inflexni bod. Asymptotou k funkci f v —oo je graf
funkce [(z) = —x + 7 — 3.



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (B)
7S 2018/2019

Uloha 1 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti

1\ A\
3 n/pndn n _ _ _
7}1_{1(;10 nin + (4n) <(2—|—n2) (4+n2> )

Uloha 2 (13 bod). Spoctéte nasledujici limitu funkce.

1 ()
li — -1 :
im (COS(ZL‘) + p )

20 cos(

Uloha 3 (11 bodi). Vysetfete spojitost funkce f a spoctéte derivaci, resp. jednostranné derivace, funkce f

ve vSech bodech, kde existuji.

Uloha 4 (13 bodi). UvaZujte funkce
flx) = Vad+222+2+1,
9() = o e (@)

Neboli funkce ¢ je restrikci funkce f na interval [0, 4+00).

(a) Urcete intervaly monotonie funkce g.

(b) Rozhodnéte, zda existuje inverzni funkce k funkci g a pokud ano, tak uréete defini¢ni obor g~.

(c) Urcete intervaly, na kterych je funkce g konvexni. Urcete intervaly, na kterych je funkce g konkavni.
Naleznéte inflexni body funkce g.

Reseni

Uloha 1. 9 - 216,
Uloha 2. /e.
Uloha 3. f je spojitd na R.

3|m2_1| log(3) sign(x2—1)2x
(V)

—0o0 L= —\/5,

—+00 L= \/57

fr(£1) = —%ﬁlog(?)), (1) = 3‘/Tilog(i%), f1(0) = 400, f1(0) = —oo atedy f'(£1) a f'(0) neexistuji.

cx € R\ {0, 1, +v2},

f'(x) =

Uloha 4. Funkce g je rostouci a tedy mé inverzni funkci, jejiz defini¢ni obor je roven oboru hodnot funkce
g, cozZ je [1,+00). Funkce ¢ je konvexni na intervalu <O, %@), konkdvni na intervalu (%@, —|—oo> a

ma inflexni bod ”T V69



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (C)
7S 2018/2019

Uloha 1 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti

lim (\%148 +n— V/n® +n2> <(n3 +3)12 — (n* +4n)9> .

n—oo

Uloha 2 (13 bodi). Spottéte nasledujici limitu funkce.

tg(x) cotg(x)
lim (4 —1—2008(x)> |

z—0

Uloha 3 (11 bodii). Vysetiete spojitost funkce f a spo&téte derivaci, resp. jednostranné derivace, funkce f
ve vSech bodech, kde existuji.
f(x) — COS(I)min{27x3+$2_2I+2}.

Uloha 4 (13 bodi). UvaZujte funkci

(a) Najdéte definicni obor funkce f.

(b) Urcete intervaly monotonie funkce f a naleznéte jeji lokdlni i globdlni extrémy.

(c) Urcete intervaly, na kterych je f konvexni. UrCete intervaly, na kterych je f konkdvni. Naleznéte
inflexni body.

ReSeni

Uloha 1. —6.
Uloha 2. 2.

Uloha 3. Polozme g(x) = min{2, z® + 22 — 2z 4 2}. Pak funkce g je spojitd a definovana na R, nebot’
minimum z dvou spojitych funkci je spojitd funkce. Protoze

flx) = elosleos@)g (@)
tak . -
Dy ={zx € R; cos(z) > 0} = ]pz (—5 + 2k, 5T 2k:7r>
a f je spojitd na Dy. Pouzivame fakt, Ze sloZeni dvou spf)jit}’/ch funkci je spojita funkce. Dale

P+ -2r+2 1xe(—00,—-2>U<0,1>,
g(x) =

2 €< —2,0>U<1,400).
Pak
J(z) = 322 +2r—2 :x € (—o00,—2)U(0,1),
2 cx € (—2,0)U (1, +00).
a

f'(@) = f(z)(log(cos(x))g(x))" = f(x)(—tg(x)g(x) + log(cos(x))g'(x)),
kde = € Dy \ {0,1}. ProtoZe f je spojitd v bodech 0,1, tak miZeme pocitat jednostranné derivace v
téchto bodech jako pfislusné jednostranné limity derivaci a obdrzime: ' (0) = f.(0) = 0, f.(1) =
—2cos?(1)tg(1) a f' (1) = — cos?(1)(2tg(1) —3log(cos(1))). Tedy derivace v bod& 1 neexistuje a f'(0) =
0.

Uloha 4. Reseni



@ Dy =R\ {logy(9)}.

(b) Funkce f je rostouci na intervalu [log, (3),log,(9)) a klesajici na intervalech (—oo,log, (5)],
(logy(9), +00) a ma lokdlni minimum v bod& log, (3). Nebot' lim, . f(z) =1a f (log, (3)) <
0, tak bod log,, (%) je i globdlnim minimem funkce f. ProtoZe lim,_,10g,(9) f(2) = +o00 tak f nema
globalni maximum.

(c) Funkce f je konvexni na intervalech (log2 (—_23*5‘/@) ,log2(9)>, (log,(9), +00) a konkdvni na
intervalu <—OO, log, (M)) Inflexnim bodem je bod log, <—_23+3‘/@>.



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (D)
7S 2018/2019

Uloha 1 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti
log (11 +2%2 + .- 4+ n")
im .
n—oc \ /nt 4+ 2n3log(n) — V/nt — n3
Uloha 2 (13 bod). Spoctéte nasledujici limitu funkce.

lim (2 sin(z)) =6
%

Uloha 3 (11 bodd). Vysetfete spojitost funkce f a spoctéte derivaci, resp. jednostranné derivace, funkce f
ve vSech bodech, kde existuji.

f(z) = sign(z® — 42) sin(z® — 22?).

Uloha 4 (13 bodi). UvaZujte funkci
2

@) = (-

(a) Urcete intervaly monotonie funkce f, naleznéte jeji lokdlni extrémy a urcete jeji obor hodnot.

(b) Urcete intervaly, na kterych je f konvexni. Urcete intervaly, na kterych je f konkdvni. Naleznéte
inflexni body.

(¢c) Nacrtnéte obrazek funkce f.

ResSeni

Uloha 1. 1.
Uloha 2. ¢ V5.
Uloha 3. f je spojitina R \ {—2}.

sign(x® — 4x) cos(z® — 22)(32% — 4z) :x € R\ {0,+2},

fl(x)=40 cx =0,

+00 Cx = =2,
f1(2) =4, f/(2) = —4 atedy f'(2) neexistuje.
Uloha 4. Funkce f je rostouci na intervalech (—00,0 >, < 6, +00) aklesajici naintervalech < 0, 3), (3,6 >.
Funkce f nabyva lokdlniho maxima v bodé 0, lokdlnich minima v bodé 6 a H(f) = (—o00,0 > U <
V12, +00). Funkce f je konvexni na intervalech (—oo, 0), (0, 6 — 3\/3) (3, 6+ 3\/5) a konkavni na in-
tervalech (6 — 3\/§, 3), (6 + 3\/5, +oo). Inflexni body funkce f jsou 6 + 3V/3.



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV (E)
7S 2018/2019

Uloha 1 (13 bodi). Spoctéte nasledujici limitu posloupnosti
~ arcsin <\/n2 +sin®(n) — y/n? — COS2(7Z))
nh—{go vVn2+1—+vn2-1 .
Uloha 2 (13 bod). Spoctéte nasledujici limitu funkce.

: log(z + 1) '
lim [ ——= :
z—+o0 \ log(z — 1)

Uloha 3 (11 bodi). Vysetfete spojitost, resp. jednostrannou spojitost funkce f a spoctéte derivaci, resp.
jednostranné derivace, funkce f ve vSech bodech, kde existuji.

4
flz) = [— arctg(x)] z2,
m
(Vyraz [z] znadi celou st ¢isla z € R.)

Uloha 4 (13 bodt). Uvazujte funkci

flz) = .%Mrccotaun(1 ! )

— 3

(a) Urcete intervaly monotonie funkce f, naleznéte jeji lokdlni extrémy a urcete jeji obor hodnot.

(b) Urcete intervaly, na kterych je f konvexni. UrCete intervaly, na kterych je f konkavni. Naleznéte
inflexni body.

(c) Nacrtnéte obrazek funkce f.

ReSeni

Uloha 1. }.
Uloha 2. ¢2.
Uloha 3. f je spojitd, respektive spojitd zleva na R \ {£1} a spojitd zprava na R.

o) = {(2)90 [2 arctg(z)] z E]IS\ {0, £1},

JL(£1) = +oo, fi(£1) = 2 atedy f'(£1) neexistuje.

Uloha 4. Funkce f je klesajici na intervalech (—oo, 1), (1, +00). Funkce f nemé lokdlni extrémy a H (f) =

0,7 71 Funkce f je konvexni na intervalech | ¢ M,O Ry M, 400 | a konkdvni na interva-
2 4 4

lech <—oo, 3 1——?), (0,1), <1, 3 1+_:1/ﬁ), Inflexni body funkce f jsou body ¢ 1i21/ﬁ’ 0.



